
P205 平面曲線の⾧さ
例9

例10

となるから求める⾧さは
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放物線 𝓎ଶ＝4𝒶𝓍 上の点 𝒸、2 𝒶𝒸 から,頂点までの曲線の⾧さ 𝒸 > 0
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サイクロイド 𝓍 = 𝒶 𝓉 − sin 𝓉 、𝓎 = 𝒶 1 − cos 𝓉 の

𝓍 = 0～2𝜋 までの⾧さ
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参考公式

例11

求める全⾧は

 したがって

例12

 求める全⾧はは

 この定積分は楕円積分というものであって、初等関数では積分不可である

ℒ = 2 න 𝓇ଶ +
𝒹𝓇

𝒹𝜃

ଶ

𝒹𝜃
గ

଴

𝓇ଶ +
𝒹𝓇

𝒹𝜃

ଶ

＝𝒶ଶ 1 + 2 cos 𝜃 + cosଶ 𝜃 + 𝒶ଶ sinଶ 𝜃 = 2𝒶ଶ 1 + cos 𝜃

= 2𝒶ଶ 1 + 2 cosଶ 𝜃 − 1 = 4𝒶ଶ cosଶ 𝜃

ℒ = 2 න 4𝒶ଶ cosଶ
𝜃

2

గ

଴

𝒹𝜃 = 2 න 2𝒶 cos
𝜋

2
𝒹𝜃 = 4𝒶 2 sin

𝜃

2

𝜋

0
= 8𝒶

గ

଴

cos 2𝜃 ≧ 0 であるから －
𝜋

4
≦ 𝜃 ≦

𝜋

4

ℒ = 4 න 𝓇ଶ +
𝒹𝓇

𝒹𝜃

ଶగ
ସ

଴

𝒹𝜃 2𝓇
𝒹𝓇

𝒹𝜃
= −4𝒶ଶ sin 2𝜃

𝒹𝓇

𝒹𝜃
＝− 2𝒶ଶ

sin 2𝜃

𝓇

= 4 න 2𝒶ଶ cos 2𝜃 +
4𝒶ସ sinଶ 𝜃

2𝒶ଶ cos 2𝜃
𝒹𝜃 = 4 2𝒶 න

cosଶ 2𝜃 + sinଶ 2𝜃

cos 2 𝜃

గ
ସ

଴

𝒹𝜃

గ
ସ

଴

= 4 2𝒶 න
1

cos 2𝜃
𝒹𝜃 = 4 2𝒶 න

1

1 − 2 sinଶ 𝜃
𝒹𝜃

గ
ଶ

଴

గ
ସ

଴

න 𝓇･∆𝜃 ଶ + ∆𝓇 ଶ = න 𝓇ଶ +
∆𝓇

∆𝜃

ଶ ଶ

∆𝜃 ଶ
గ

଴

గ

଴

心臓型 𝓇 = 𝒶 1 + cos 𝜃 の全⾧ 𝒶 > 0
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双葉曲線双葉曲線 𝓇ଶ = 2𝒶ଶ cos 2𝜃 の全⾧
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